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PLÁTICA

Resumen
Sea T un árbol cuyos vértices tengan grado máximo cuatro. Una inmersión de T en la malla
cuadrada es una inmersión deT en la que cada uno de sus vértices es representado por un punto
distinto con coordenadas enteras y sus aristas son representadas como segmentos verticales u
horizontales con interiores ajenos. En esta plática presentamos un algoritmo de tiempo O (n) que
encuentra una inmersión deT en la malla cuadrada en la que se minimiza el máximo número de
pares de aristas adyacentes no alineadas (dobleces) de cualquier trayectoria deT .
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1 Introducción
Las inmersiones de gráficas en las que los vértices son puntos en el plano y las aristas son
segmentos de línea son llamadas inmersiones rectilíneas. Fáry [2] demostró que toda gráfica plana
tiene una inmersión rectilínea. Garg y Tamassia [3] probaron que decidir si una gráfica dada tiene
una inmersión rectilínea es un problema NP -difícil . De Luca, Oliveira, y Szwarcfiter [1] propusieron
el problema de encontrar inmersiones de árboles en la malla cuadrada en las que se minimice
el máximo número de dobleces de cualquier trayectoria y presentaron un algoritmo de tiempo
O (n2) para encontrar dicha inmersión. Nosotros presentamos un algoritmo de tiempo O (n) para
resolver este problema. En adelante supondremos que los árboles considerados aquí no tienen
vértices de grado dos, ya que en dado caso siempre existe una inmersión de ellos en la que las
aristas incidentes en cualquier vértice de grado dos se dibujen alineadas.

2 Definiciones
SeaT = (V , E ) un árbol tal que el grado máximo de sus vértices es cuatro.

Definición 1. Una inmersión de T en la malla cuadrada, a la cual llamaremos s-modelo de T
siguiendo la notación en [1], es una inmersión deT en el plano tal que sus vértices son represen-
tados por puntos con coordenadas enteras, y sus aristas son representadas con segmentos de
línea verticales u horizontales cuyos interiores son ajenos.

Definición 2. Dado un s-modelo S deT y una trayectoria P deT , el número de dobleces de P es
el número pares de aristas consecutivas en P que no están alineadas en S.

Definición 3. Un s l -modelo deT consiste en una colección de órdenes locales {`v }v ∈V , donde `v
indica las direcciones en que los vecinos de v deben colocarse con respecto a v , sujetas a rotación.



Todo s-modelo S deT está asociado a un s l -modeloM deT dado por el orden en que los vecinos
de cada vértice se dibujan a su alrededor. En tal caso, decimos que S es una representación deM.

Sea e = (u,v ) una arista deT .

Definición 4. Definimos a T [e,v ] como el subárbol de T compuesto por la unión de todas las
trayectorias deT que contienen a e y terminan en u .

(a) (b) (c) (d)
Figura 1. (a) Un s l -modeloM de un árbol. (b) Un s-modelo que es una representación deM.

(c) Un árbolT y una arista e = (u,v ). (d)T [e,v ].

Definición 5. Definimos a bM (e,v ) como el máximo número de dobleces en el s l -modeloM de
entre todas las trayectorias deT que contienen a e y terminan en u . Definimos a b (e,v ) como el
mínimo valor de bM (e,v ) entre todos los s l -modelos posibles deT .

Podemos ver al valor b (e,v ) como el valor asignado a la arista e = (u,v ) cuando se orienta de v
hacia u . Por lo tanto, existen 2(n − 1) valores de la forma b (e,v ).

Definición 6. Un s l -modeloM deT cumple con el valor b (e,v ) si bM (e,v ) = b (e,v );M cumple
fuertemente con b (e,v ) si cumple con b (e ′,v ′) para todo par (e ′,v ′) conT [e ′,v ′] ∈ T [e,v ]

3 Problemas
Problema 1. Dado un árbolT tal que el grado máximo de los vértices deT es cuatro, encontrar un
s-modelo deT en el que se minimice el máximo número de dobleces de cualquier trayectoria deT .

4 Resultados
Lema 1. Para todo s l -modeloM deT , existe un s-modelo que es la representación deM. Además,
dicho s-modelo puede ser encontrado a partir deM en tiempo O(n).

Por el lema 1, el problema 1 se reduce a encontrar un s l -modelo deT óptimo, i.e. que minimice el
máximo número de dobleces de cualquier trayectoria. Dicho s l -modelo se obtiene a partir de los
2(n −1) valores de la forma b (e,v ), los cuales se pueden obtener en tiempoO (n) como probamos
en el teorema 1. Por último, en el teorema 2 probamos que el s l -modelo deT obtenido es óptimo.

Teorema 1. Los 2(n−1) valores de la forma b (e,v ) y los s l -modelos de sus subárboles correspondientes
que cumplan fuertemente con cada uno de ellos pueden ser computados en tiempo O(n).

Teorema 2. El s l -modeloM computado por nuestro algoritmominimiza el máximo número de dobleces
de cualquier trayectoria deT .
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