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PLATICA

Resumen

En esta platica discutiremos uno de los problemas clasicos planteados por Eréds acerca del maximo
numero de didmetros en un conjunto de puntos. Asi como su relacién con otros problemas en
geometria discreta. En particular, veremos una versién de este problema para politopos que
exploré durante mi tesis de maestria.
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1 Introduccion

Consideremos el siguiente problema: Sea V el conjunto de n > 2 vértices de un politopo en un
espacio Euclideano de dimension d. El didmetro de V (diam (V)) es la maxima distancia entre
cualquiera dos vértices de V. Denotamos como e(V) el nimero de pares {x, y} c V tal que
lIx — y|l =diam (V). ;Cual es el maximo valor de e(V) y como es la configuracion de vértices vV
que lo hacen maximo?

Esta pregunta surge de un problema un poco mas general planteado por Erdds, en el cual tomaba
un conjunto de puntos cualquiera en R? y trataba de encontrar la mayor cantidad de diametros
posibles de este conjunto de puntos. El problema fue resuelto por Hopf y Pannwitz en 1934 [4].

En dimensién 3 Vazsonyi propuso un problema similar, y fue resuelto por separado por Griinbaum
[2], Heppes [3] y Straszewicz [7].

Finalmente Swanepoel definié en [8] unas estructuras llamadas configuraciones de Lenz con las
cuales dié la solucién general del problema de la maxima cantidad de didmetros en un conjunto
de puntos en R”.

En R? y R3 las cotas del problema general de puntos coinciden también para vértices de politopos,
mas aln nos dimos cuenta que los politopos que cumplian la cota eran politopos autoduales,
involutivos y algunas de sus diagonales fungian como los didmetros. A este tipo de politopos
se les llama politopos métricos. Los politopos métricos también se pueden observar en trabajos
relacionados con cuerpos de ancho constante como en [6] y resultados de politopos bola.

El problema en R* es totalmente diferente, pues probamos que ningtin politopo métrico con mas
de 6 vértices alcanza la cota del problema de los puntos en general, mas aln, para toda d > 4 no
existe un politopo métrico con un nimero de vértices suficientemente grande que alcance las
cotas establecidas por Swanepoel. Esto mantiene la duda de cudles son las cotas para el maximo
numero de didmetros de un conjunto de vértices de un politopo en dimensiones superiores.

Después de la conclusién de mi tesis, la Dra. Déborah Oliveros, el Dr. Tibor Bisztriczky y yo
[1] concluimos un articulo de investigacion, mismo que se encuentra en revision, en el cual
establecimos la existencia de politopos métricos en dimensiones mayores que 4 y propusimos
una cota para el problema en R*, restringiendonos Unicamente a politopos métricos. Esta cota
depende linealmente del nimero de vértices y aristas del politopo.



Estamos convencidos que esta cota aplica para cualquier politopo y aln puede mejorares. Conje-
turamos que el nimero de didmetros dependera linealmente del nimero de vértices del politopo
Unicamente.

2 Definiciones

Definicidn 1. $* es politopo dual de P si sus latices de caras £ (P) y L (P*) son anti-isomorfas,
esto es que existe un mapeo biyectivo 7 con inclusién reversiva de £ (P) a L (P).

Definicién 2. Si P = £*, P se dice que es auto-dual.

Definicién 3. Un d—politopo P es involutivo si existe una funcién dual 7 para P tal que 72 = I,
esto es que P** = P. Nota: No se pide que P** = P, se pide la igualdad. En [5] se muestra un
ejemplo.

Definicién 4. Sea # un politopo autodual involutivo en R?. Una diagonal principal de P es un
segmento de linea con extremos en vértices v y w de P tal que w € v*.

Definicién 5. Sea # un d-politopo autodual involutivo. P es politopo métrico con distancia 4 si:
1. Si toda diagonal principal tiene longitud A.
2. diam(®P) = h.

3 Problemas

Problema 1. ;Cudl es el mdximo valor de e(V') y cémo es la configuracion de vértices V que lo hacen
mdximo?

Problema 2. ;Los politopos métricos en R?, con d > 3 cumplen las cotas de [8]?

Problema 3. ;Cual es la mdxima cantidad de didmetros de un politopo métrico en R?, con d > 3?

4 Resultados

Teorema 1. Sea X c R* una Configuracién de Lenz [8], con | X| > 6. Entonces P = conv(X) no es
politopo métrico.

Teorema 2. Sea P c R* un politopo métrico en R*. Entonces |e(V (P))| < 2f (P) — 2f,(P). Donde
f;(P) es el numéro de caras de dimension i de P.
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