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PLÁTICA

Resumen
En esta plática presentamos el Diagrama de Voronoi de Rayos Giratorios, una estructura de Voronoi
definida por un conjunto de rayos en el plano, y una función de distancia inspirada en problemas
de iluminación con reflectores.

Mostramos cómo construir eficientemente el diagrama en todo el plano, o restringido a una región
acotada por un polígono convexo. Además, aprovechamos esta última restricción para calcular el
Ángulo de Brocard de un polígono convexo en tiempo lineal.
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1 Introducción
Sean r1 y r2 dos rayos que parten de un punto x ∈ Ò2 tales que, después de rotar r1 alrededor de
x en sentido antihorario por un ángulo α ∈ [0, 2π), obtenemos r2. La poligonal r1 ∪ r2 divide el
plano en dos regiones que llamamos reflectores. Decimos que ambos reflectores tienen ápice x y
apertura α y 2π − α , respectivamente. Un α-reflector es un reflector con apertura α ; ver Figura 1a.
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Figura 1. (a) La distancia entre el punto x y el rayo r es el ángulo α . La región coloreada es un
α-reflector. (b) El diagrama de 4 rayos en el plano. (c) El diagrama restringido a un polígono
convexo P . El vértice blanco del diagrama realiza el Ángulo de Brocard α∗ de P . El vértice es
simultáneamente iluminado por tres α∗-reflectores, los cuales iluminan también el interior P .

Dado un conjunto de α-reflectores y una región en el plano, un problema clásico de iluminación
es el de calcular el valor mínimo de α para el cual los α-reflectores cubren (iluminan) la región
completamente. Inspirados en este tipo de problemas, definimos el Diagrama de Voronoi de Rayos
Giratorios. Los sitios de este diagrama son rayos en el plano. La distancia de un punto x ∈ Ò2
hacia un rayo r es el ángulo α tal que, si rotamos r alrededor de su ápice en sentido antihorario



por α , entonces r pasa por x . Decimos que este ángulo es la distancia angular de x hacia r . Ver
nuevamente la Figura 1a.

El diagrama de Voronoi de un conjunto de cuatro rayos se muestra en la Figura 1b. Supongamos
que a cada rayo r le asociamos un α-reflector f , de forma que f es igual a r cuando α = 0. El
diagrama divide el plano en regiones tales que, los puntos en cada región son iluminados primero
(tienen distancia angular más pequeña) por el rayo del mismo color.

Al restringir el diagrama a una región R, la estructura de Voronoi de Rayos Giratorios revela el
ángulo mínimo α∗ requerido para iluminar R. Cuando la región es un polígono convexo P , el
ángulo α∗ es conocido como el Ángulo de Brocard de P ; ver Figura 1c. El ángulo de Brocard de
un polígono convexo fue estudiado recientemente en [1], como una generalización a polígonos
arbitrarios del ángulo de Brocard de un triángulo [2, 3].

2 Definiciones
Denotemos con d∠ (x , r ) a la distancia angular de un punto x ∈ Ò2 hacia un rayo r . Sea S un
conjunto de n rayos en el plano. Dados dos rayos r , s ∈ S, la región de dominación de r sobre s ,
que denotamos con dr (r , s), es el conjunto de puntos en el plano con menor distancia angular
hacia r que hacia s . El Diagrama de Voronoi de Rayos Giratorios de S es la subdivisión del plano
en regiones de Voronoi que se definen como sigue:

v r eg (r ) := { x ∈ Ò2 | [s ∈ S \ {r } : d∠ (x , r ) < d∠ (x , s) }.

Definimos a la gráfica inducida por este diagrama como RVD(S) :=
(
Ò2 \⋃r ∈S v r eg (r )

)
∪ S.

3 Problemas
Estudiamos los siguientes problemas.

Problema 1 (RVD en el plano). Dado un conjuntoS de n de rayos en el plano con orientación arbitraria,
calcular RVD(S).

Problema 2 (RVD en un polígono convexo). Sea P un polígono convexo con vértices v0, . . . ,vn−1,
y S un conjunto {r0, . . . , rn−1} de rayos tales que, el rayo ri parte de vi y pasa por vj , donde j =
(i + 1)mod(n). Calcular RVD(S) restringido a la región acotada por P .

4 Resultados
Demostramos los siguientes resultados.

Teorema 1. Existe un algoritmo que, para cualquier ε > 0, resuelve el Problema 1 en tiempo O (n2+ε)
y espacio O (n2+ε).

Teorema 2. Existe un algoritmo que resuelve el Problema 2 en Θ(n) tiempo y Θ(n) espacio.

Como consecuencia del Teorema 2 obtenemos el siguiente resultado, que mejora la complejidad
presentada en [1].

Corolario 1. El Ángulo de Brocard de un polígono convexo se puede calcular en tiempo Θ(n) y espacio
Θ(n).
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